Verstandnisorientierter gymnasialer Stochastikunterricht —

quo vadis?

NORBERT HENZE, KARLSRUHE

Zusammenfassung: Der gymnasiale Stochastikun-
terricht ist momentan von einer starken Rezeptori-
entierung, einer Priorisierung von (oft vermeintli-
chem) Anwendungsbezug und einem Mangel an Be-
griindungen geprdgt. Wir nehmen eine Bestandsauf-
nahme anhand wichtiger Grundbegriffe vor und zei-
gen Moglichkeiten fiir ein Entgegenwirken insbeson-
dere angesichts einer zukiinftigen Differenzierung in
Grund- und Leistungskurse auf.

1 Einleitung

Ein Blick in neuere Mathematikbiicher wie z. B.
Freudigmann et al. (2016) offenbart das Dilemma
des Stochastikunterrichts an Gymnasien, vermutlich
nicht nur in Baden—Wiirttemberg. Festzustellen ist

e cine starke Rezeptorientierung,

e cin iibertriebener (vermeintlicher) Anwen-
dungsbezug,

e cin schematisches Testen des Parameters p
der Binomialverteilung anhand meist ,,erfun-
dener* Hypothesen,

e cin eklatanter Mangel an Begriindungen,

e cin prinzipielles Defizit, was die Férderung be-
grifflichen Verstdndnisses betrifft.

Die Griinde hierfiir sind sicherlich vielschichtig. Sie
hingen nicht nur mit der Schulzeitverkiirzung auf
acht Jahre zusammen, sondern wohl auch damit, dass
viele Gymnasiallehrerinnen und -lehrer im Studium
entweder gar keine Stochastikvorlesung gehort ha-
ben oder ihnen eine Einfithrung in die Stochastik
vermittelt wurde, die Prioritdt auf Ma- und Wahr-
scheinlichkeitstheorie setzte und — wenn iiberhaupt
— wenig Bezug zur schulischen Stochastik hatte. Zu-
dem begiinstigt auch der aktuelle Bildungsplan des
Gymnasiums Baden—Wiirttemberg im Fach Mathe-
matik vom 23.3.2016 eine Orientierung an Kochre-
zepten, wenn es etwa unter der Leitidee Daten und
Zufall fiir die Klassenstufen 9 und 10 darum geht,
,,.bei Binomialverteilungen den jeweils fehlenden Pa-
rameter (n, p oder k) mit geeigneten Hilfsmitteln
zu bestimmen* oder ,,die Kenngroflen Erwartungs-
wert und Standardabweichung einer binomialverteil-
ten ZufallsgroBBe zu berechnen®.

In diesem Aufsatz, dem ein Vortrag anlésslich der
Jahrestagung 2017 des Arbeitskreises Stochastik der
Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik zugrunde
liegt, nehmen wir eine Bestandsaufnahme von prin-
zipiellen Defiziten anhand der Grundbegriffe Zufalls-
variable, Erwartungswert, Binomialkoeffizient, bino-
mische Formel, Bernoulli-Kette, Binomialverteilung,
Varianz sowie Standardabweichung vor. Zudem zei-
gen wir auf, wie ein auf groferes begriffliches Ver-
standnis und eine stirkere Gewichtung von Begriin-
dungen zielender Unterricht insbesondere angesichts
einer geplanten Differenzierung in Grund- und Leis-
tungskurse aussehen konnte.

2 Zufallsvariablen — das, was uns
jeweils interessiert?

In Bostelmann et al. (2009) kann man auf Seite 63
lesen:

»Spielst Du z.B. Monopoly, dann kommt es auf die
Augensumme an, bei anderen Spielen auf den Un-
terschied der beiden Augenzahlen. Wir nennen die
GroBe, auf die es uns ankommt, Zufallsvariable.

Beim ,,CHECK UP* auf Seite 92 heifit es dann noch
einmal zusammenfassend:

,.Zufallsvariable X: Die Grofe, auf die es uns an-
kommt (hier der Gewinn).*

Welch ungeheure konzeptionelle und intellektuelle
Abriistung mit solchen Formulierungen verbunden
ist, kann man daran ersehen, dass die Vorstellung
von einer Zufallsvariablen X als einer auf der Er-
gebnismenge  eines stochastischen Vorgangs defi-
nierten reellen Funktion noch klar in Barth und Hal-
ler (1985, S.165) herausgearbeitet und die Zuord-
nung von ® € Q zu X () durch Pfeile veranschau-
licht wurde. Spiter ging man wie etwa in Felmy et
al. (1986, S. 74), dazu iiber, Zufallsvariablen an ei-
nem Beispiel einzufiihren, aber zumindest noch (bei-
laufig) zu sagen, dass die Zufallsvariable jedem Er-
gebnis eine Zahl zuordnet. Problematischer wird es
jedoch schon auf Seite 108 in Biehler et al. (2012),
wo eine ZufallsgroB3e als

,,Variable [verstanden wird, die] als Wert eine der be-
treffenden reellen Zahlen annimmt, je nachdem, wie
der Versuch ausgeht.”
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Hier wird der Blick zu schnell vom Grundraum weg-
gelenkt, was insbesondere dem Umgang mit Erwar-
tungswerten abtriglich ist.

Steht Q = {wy, ..., o} fir die Menge der Ergebnis-
se eines stochastischen Vorgangs, so ist eine (reelle)
Zufallsvariable eine Abbildung, die jedem m € Q ei-
ne reelle Zahl X (), die sogenannte Realisierung von
X zum Ausgang ., zuordnet. Diese Vorstellung von
einer Zufallsvariablen als Zuordnung, und zwar von
Ergebnissen des stochastischen Vorgangs zu reellen
Zahlen, ist grundlegend fiir das Verstidndnis des Be-
griffs Zufallsvariable.

Als Beispiel betrachten wir den Grundraum Q =
{(i,j):i,j€{1,2,3,4,5,6}} als Modell fiir den zwei-
mal hintereinander ausgefiihrten Wiirfelwurf. An-
hand der durch

o X(i.j)=i+].
o Y(i,j) = max(i, ),
o« Zi(i,) =i, Za(ij) =]

definierten Zufallsvariablen X, Y, Z; und Z, wird
deutlich, dass bei einem stochastischen Vorgang un-
terschiedliche Aspekte wichtig sein konnen. Insbe-
sondere sieht man, dass die Augensumme X die Sum-
me der Zufallsvariablen Z| und Z, ist.

Hat man niimlich das Konzept einer Zufallsvariablen
als Zuordnung verinnerlicht, so ist unmittelbar klar,
dass man mit Zufallsvariablen X und Y und einer re-
ellen Zahl a ,,rechnen® kann, indem man etwa fiir je-
des m € Q

(X£Y)(0) = X(0)+Y(w),
(X-V)(0) = X(©)Y()
(@-X)(©) = a-X(o),

(max(X,Y))(w) = max(X(w),Y(w))

setzt. Man sollte auch nie einen wichtigen Zweck von
Zufallsvariablen vergessen: Sie dienen der bequemen
Beschreibung von Ereignissen wie etwa

X=40} = {weQ:X(0)=1{},
X<t} = {0eQ:X(w) </l} usw.

Die wichtigste nicht konstante Zufallsvariable nimmt
nur zwei Werte an: Ist A C Q ein Ereignis, so heil3it

die durch

1, fallsw € A,

14 ((D) =

0, falls ® ¢ A,
definierte Zufallsvariable 14 : Q — R Indikatorfunk-
tion von A oder kurz Indikator von A. Die Realisie-
rung dieser Zufallsvariablen zeigt an, ob das Ereignis
A eingetreten ist oder nicht.

Sind Ay,...,A, C Q Ereignisse, so modelliert die so-
genannte Indikatorsumme

X = 1A1+1A2+--~+1An ()

die Anzahl der -eintretenden Ereignisse unter
Ay,...,A,. In der Tat nimmt X die moglichen Werte
0,1,...,n an, und es gilt X (®) = k, wenn ® zu genau
k der Ereignisse Ay, ...,A, gehort. Beispiele fiir In-
dikatorsummen sind die Anzahl der Treffer in einer
Bernoulli-Kette, die Anzahl der gezogenen roten Ku-
geln beim Ziehen ohne Zuriicklegen, die Anzahl der
Fixpunkte einer zufilligen Vertauschung von Zahlen,
die Anzahl der freien Facher beim Verteilen von Teil-
chen auf Ficher oder die Anzahl der Mehrfachge-
burtstage unter n Personen.

3 Der Erwartungswert — nur noch
»Ausrechnen nach Rezept“?

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X wird
wie etwa auf Seite 133 in Baum et al. (2007) am Bei-
spiel eines ,,bei einer groen Anzahl von Durchfiih-
rungen des Zufallsversuchs durchschnittlich zu er-
wartenden Wertes fiir X* eingefiihrt. Danach kommt
sofort das ,,Summe Wert mal Wahrscheinlichkeit—
Rezept*

E(X) = ixi . P(X = x,~) (2)
i=1

zur Berechnung von E(X), wenn die Zufallsvariable
X die Werte x,...,x, annimmt. Besitzt X speziell ei-
ne Binomialverteilung mit Parametern » und p, so
erfihrt man, dass E(X) = n- p gilt, siche z. B. Freu-
digmann et al. (2016, S. 140). Da der Nachweis die-
ser Gleichung iiber obiges Rezept auf das Problem
fiihrt, die Summe

EX) =Y k(™) pk (1 pyt 3
(X) kg,o <k>p( p) 3)

zu berechnen und der allgemeine binomische Lehr-
satz nicht (mehr) bekannt ist, wird dieser Nachweis
nur im Spezialfall n = 3 gefiihrt. Hoffentlich gibt es
noch Schiilerinnen und Schiiler, die sich nicht damit
zufrieden geben, siehe hierzu Abschnitt 5.

In meiner Vorlesung FEinfiihrung in die Stochastik
fiir Studierende des gymnasialen Lehramts Mathe-
matik (Henze, o. D.) fithre ich den Erwartungs-
wert einer Zufallsvariablen X wie folgt ein: Ist Q =
{o],...,0;} die Menge der Ergebnisse eines sto-
chastischen Vorgangs, so gibt der Wert X (®;) die
Realisierung der Zufallsvariablen X beim Ausgang
®; dieses Vorgangs an. Fiihrt man den Vorgang n-
mal durch, und tritt hierbei der Ausgang ®; /; mal
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auf, j=1,... k, so ergibt sich als Gesamtsumme der
Realisierungen von X der Wert

X((D])-hl—i-...—‘rX(O)k)-hk.

Der durchschnittliche Wert pro Vorgang — in einer
iblichen Gliicksspiel-Einkleidung also der durch-
schnittliche Gewinn pro Spiel — ist dann

M@
n

Da sich die relativen Haufigkeiten /; /n der einzelnen

Ausgiinge ®; unter gleichen, ,,unabhingigen Bedin-

gungen‘ bei wachsendem n gegen die Wahrschein-

lichkeiten P({w;}) stabilisieren sollten, ist die fol-

gende Definition selbstredend:

X((ol)-% + .o+ X(on)

Definition 1: Die Zahl
k
E(X) =} X(0)) P({w;}) (5)
Jj=1
heillt Erwartungswert von X.

Aus dieser noch auf Seite 172 in Barth und Haller
(1985) sogar in der abstrakteren Form
E(X) = ¥ X(@)P({o})
e

aufgefiihrten Darstellung ergibt sich durch Zusam-
menfassen von moglicherweise gleichen Werten
X(wj) die wohlbekannte Gleichung (2). Man erhilt
aber auch die folgenden, unschitzbaren (weil manch-
mal das Rechnen durch Denken ersetzenden) Ein-
sichten fiir den Umgang mit Erwartungswerten:

Satz 1: Fiir Zufallsvariablen X und Y gelten:
a) EX+Y) = E(XX)+E(Y),

b) E(a-X) = a-E(X), a€R,

c) E(14) =P(4), ACQ,

d) Aus X <Y folgt E(X) <E(Y).

Dabei besagt die Ungleichung X <Y, dass X (®;) <
Y(w;) fiir jedes j = 1,...,k zutrifft. Aus a) und c)
ergibt sich, dass der Erwartungswert einer Indikator-
summe 14, +...+14, durch

E (Z 1A,.> — Y P(4)) (©6)
j=1 j=1

gegeben ist. Ist die Zufallsvariable X also von der Ge-
stalt (1), so bendtigt man nicht die Verteilung von X,
um E(X) zu erhalten, sondern nur die Wahrschein-
lichkeiten von Ay,...,A,. Im wichtigen Spezialfall,
dass Ay,...,A, die gleiche, mit p bezeichnete Wahr-
scheinlichkeit besitzen (aber keinen weiteren Ein-
schrankungen wie z. B. stochastische Unabhingig-

keit geniigen miissen), folgt

E(ZIA/) =n-p. (7)
Jj=1

Betrachtet man (7), so féllt es wie Schuppen von den
Augen, warum der Erwartungswert einer binomial-
verteilten Zufallsvariablen mit Parametern n und p
gleich n - p ist, denn X zihlt ja, wie viele von n Er-
eignissen Ay, ...,A,, die alle die gleiche Wahrschein-
lichkeit p besitzen, eintreten. Dabei deutet man in
diesem Zusammenhang das Eintreten des Ereignis-
ses A als Treffer im j-ten Versuch, j=1,...,n.

Wir mochten jetzt anhand zweier Beispiele zeigen,
welche Einsichten fiir den Unterricht in einer Kurs-
stufe des Gymnasiums allein durch Einfiihrung des
Erwartungswertes iiber die Darstellung (5) gewon-
nen werden konnen.

Beispiel 1: Es sei

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

die Menge aller 24 moglichen Vertauschungen (Per-
mutationen) der Zahlen 1 bis 4, wobei jede Vertau-
schung gleich wahrscheinlich sei. Von links nach
rechts gelesen sehen wir eine Zahl als Rekord an,
wenn sie groBer als alle (eventuell) davor stehen-
den Zahlen ist. Formal betrachten wir somit fiir jedes
j=1,2,3,4 das Ereignis

Aj:={aimazas €Q:aj=max(ai,...,a;)}. (8)

Direktes Abzdhlen der jeweils giinstigen unter allen
24 Vertauschungen liefert
1 1 1
PA))=1,P(A) ==, P(A3) = =, P(Ag) = —
( l) ) ( 2) 7’ ( ) 3’ ( 4) 4’
sodass Gleichung (6) das Resultat

4
1 1 1 25
E 1, |=14+-4+-—-4+-="="=2.0833---
(}; Af) a3t T T
liefert. Schreiben wir kurz X fiir die Anzahl der Re-
korde, so ldsst sich natiirlich auch durch einfaches
Abzihlen die Verteilung von X zu
j |1 2 3 4
PX=/)lu = u =
ermitteln, und man bestétigt durch Anwenden des
-Rezeptes™ (2) das obige Ergebnis. Pfiffige Schiile-
rinnen und Schiiler konnten die Frage stellen, was
allgemein bei der Vertauschung von n Zahlen pas-
siert und vielleicht sogar selbst die Antwort geben.
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Vertauscht man n Zahlen rein zufillig, so ist — ganz
gleich, welche dieser Zahlen von links nach rechts
gelesen die ersten j Zahlen bilden — genau eine da-
von die grofite. Die Wahrscheinlichkeit, dass diese
grofite Zahl an der j-ten Stelle steht, muss aus Sym-
metriegriinden 1/ sein. Die Anzahl der Rekorde bei
einer rein zufélligen Vertauschung von n Zahlen be-
sitzt also den Erwartungswert
n n 1
E (Z 1Aj> =) -
=1 =17

Dabei bezeichnet A ; wie oben (nur nach Ersetzen von
4 durch n und Modifikation von Q) das Ereignis, dass
an der j-ten Stelle ein Rekord auftritt. Wegen

nodx |
:/01~|—x§27'

=17

In(n+1)

" dx
< 1—|—/—:1+lnn
1 X

erkennt man, dass die Anzahl der Rekorde recht lang-
sam, nidmlich logarithmisch, mit n wichst. Es sollte
auch klar sein, dass es irgendwelche verschiedenen
Zahlen sein konnen, die rein zufillig vertauscht wer-
den wie etwa jdhrliche Temperaturmittelwerte. Gibe
es keinen Klimawandel, so sollten alle Vertauschun-
gen die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen. Gibt es
zu viele Rekorde, so wiirde man die Annahme der
Gleichverteilung iiber alle Vertauschungen verwer-
fen. Hierzu muss man natiirlich Informationen iiber
die Verteilung der Anzahl der Rekorde besitzen, sie-
he z. B. Henze (2008).

Beispiel 2: Wir legen wie in Beispiel 1 die Menge
Q aller Permutationen der Zahlen 1 bis 4 zugrun-
de, interessieren uns aber jetzt fiir eine andere Zu-
fallsvariable, ndmlich die Anzahl der Fixpunkte. Da-
bei ist formal das Ereignis ,,j ist Fixpunkt* fiir jedes
j=1,2,3,4 durch
Aj:={aimazas € Q:aj=j}
definiert. Direktes Betrachten der jeweils giinstigen
Félle ergibt
P(A1) = P(A) = P(4s) = P(As) = ;.

und mit (7) folgt

2 1
E() 14 =4 =1
j=1

Im Mittel gibt es also genau einen Fixpunkt. Auch
hier erkennen pfiffige Schiilerinnen und Schiiler so-
fort, was allgemein bei einer rein zufilligen Vertau-
schung der Zahlen 1,2, ..., n passiert. Es gibt (n—1)!
Permutationen, die an der j-ten Stelle den Fixpunkt j
besitzen, denn die anderen n — 1 Zahlen sind ja belie-

big vertauschbar. Also ist (wieder nach Ersetzen von
4 durch n) P(A;) = (n—1)!/n! = 1/n, und man er-
hilt mit (7), dass unabhingig von n im Mittel genau
ein Fixpunkt auftritt.

Fiir die Verteilung der Anzahl X der Fixpunkte gilt
(s. z. B. Henze (2017, S. 75))
17 (=1)
PX=k=—-) =)

K&

. k=01,...,n.

4 Binomialkoeffizienten —
hilflos ohne GTR?

Welches Zerrbild der Mathematikunterricht selbst
bei den fiir das Verstindnis von Anzahlen grundle-
genden Binomialkoeffizienten abgeben kann, zeigt
die Einfiihrung der Binomialkoeffizienten auf Seite
84 in Bostelmann et al. (2009). Dort wird die Fra-
ge aufgeworfen, wie viele Pfade in einer Bernoulli-
Kette der Linge 12 mit genau 8 Treffern existieren.
Die dazu gegebene Antwort lautet wie folgt:

»~Zum Berechnen der betreffenden Anzahl gibt es ei-
ne mathematische Formel, den Binomialkoeffizien-
ten, den man mithilfe des Taschenrechners auswer-
ten kann. Wir schreiben (182) und sagen 12 iiber 8.

(f) steht also fiir die Pfade der Lénge n mit genau r
Treffern. Fiir das Beispiel erhalten wir mit dem GTR
stolze 495 verschiedene Pfade.”

In diesem Buch wird also nicht einmal die definie-
rende Gleichung

<Z> B k'(Z'—k)' ©

hingeschrieben, sondern sofort zum Ausrechnen von
.1 iiber k* auf den grafikfahigen Taschenrechner ver-
wiesen. Die verheerende Botschaft lautet: Driicke
auf die richtigen Tasten und frage nicht nach dem
Warum!

Zum Gliick wird Gleichung (9) in anderen Biichern
wie z. B. Freudigmann et al. (2016, S. 134) noch
begrifflich durch einen Abzéhlvorgang hergeleitet,
sodass der Binomialkoeffizient (}) als Anzahl der
Moglichkeiten, aus n Objekten k& Objekte ohne Be-
riicksichtigung der Reihenfolge auszuwihlen, ver-
standen wird. Im gleichen Buch wird auf Seite 154
die Frage aufgeworfen, warum die Zahlen im Pascal-
schen Dreieck mit den Binomialkoeffizienten iiber-
einstimmen. Diese Frage 14uft also darauf hinaus, die
Giiltigkeit der Rekursionsformel

n n—1 n—1
()=« (" ") 1=k=a ao

15



zu zeigen. Auf Seite 154 findet man den Beweis von
(10) mithilfe direkter Rechnung mit den die Binomi-
alkoeffizienten bildenden Fakultéiten. Es wird jedoch
keinerlei begriffliche Einsicht vermittelt, warum die-
se Formel gilt, dabei fillt sie doch, nachdem man die
obige Bedeutung des Binomialkoeffizienten verstan-
den hat, als Nebenprodukt ab (und ldsst sich damit
ganz leicht merken):

Man nummeriert die Objekte von 1 bis n durch und
unterscheidet alle k-Auswahlen der n Objekte da-
nach, ob sie das Objekt n enthalten oder nicht. Im
ersten Fall muss man noch k— 1 Objekte aus den Ob-
jekten 1,2,...,n— 1 auswihlen, was auf (}_]) Wei-
sen moglich ist. Im zweiten Fall sind noch k Objek-
te aus den Objekten 1,2,...,n— 1 auszuwihlen, und
hierfiir gibt es (”;1) Maoglichkeiten.

Warum génnt man wie friither (siehe z. B. Glaser et al.
(1990, S. 45)) zumindest den interessierteren Schiile-
rinnen und Schiilern nicht die Freude, die Giiltigkeit
der Rekursionsformel auf diese Weise zu begreifen
und zu erfahren, dass man Rechnen durch Denken
ersetzen kann?

5 Die binomische Formel — fast eine
Ubungsaufgabe?

Die nicht nur im Zusammenhang mit der Binomial-
verteilung wichtige binomische Formel

(a+b)" = i (Z) kb 11)

k=0

scheint — zumindest suggeriert dies Diirr et al. (2017)
— selbst aus dem Unterricht der Kursstufe ver-
schwunden zu sein. Dabei erschlieB3t sich diese Glei-
chung unmittelbar als Nebenprodukt aus dem Ver-
standnis der Binomialkoeffizienten als Anzahlen von
Auswahlen: Um (a+ b)" auszurechnen, schreibt man
die Potenz als Produkt mit n Faktoren in folgender
Form aus:

(a+b)-(a+b)-(a+b)-...-(a+b).

Nach den Regeln der Klammerrechnung ist aus je-
der Klammer entweder a oder b auszuwihlen und
das Produkt der gewédhlten Zahlen zu bilden. Hat
man sich k mal fiir a (und damit n — k mal fiir b)
entschieden, so entsteht als Produkt a* - "%, Dieses
tritt nach der Erkenntnis iiber den Binomialkoeffizi-
enten genau (Z) mal auf, denn so oft kann man aus
den n Klammern (Objekten) k hierfiir auswihlen. Da
man zu guter Letzt alle (Z) -d* - b"* iiber k von 0
bis n summieren muss, ist (11) bewiesen. Diese For-
mel ist mit etwas Denkaufwand so selbstverstind-

lich, dass sie z. B. noch in Glaser et al. (1990) auf
Seite 42 auftritt und in Barth und Haller (1985) auf
Seite 115 (mit dem Hinweis: Uberlege, wie oft der
Summand a*b"* bei der Multiplikation entsteht?)
sogar als Ubungsaufgabe formuliert war!

Mit der binomischen Formel erhilt man relativ leicht
den Erwartungswert der Binomialverteilung iiber das
Erwartungswertbildung-Rezept*: Hierzu muss man
zunichst einsehen, dass die Summation in (3) von
k =1 ab erfolgen kann und dass fiir solche k

n n—1
k- =n-
(1) = (i)
gilt. Spaltet man aus der Summe den Faktor p ab und
schreibt n —k alsn— 1 — (k— 1), so folgt

o n—1 _ e — (e
E(X):an(k_1>pk l(l_p) 1—(k 1)'
k=1

Wenn man jetzt k — 1 zu j abkiirzt und bedenkt, dass
sich die Summation iiber j von 0 bis n — 1 erstreckt,
so ergibt sich wegen

n—1

)y (n - 1) p!(=p) ' =(p+1-p) =1
=0\ J
das Resultat E(X) = n- p nicht nur im Spezialfall
n = 3, sondern allgemein.

6 Die Bernoulli-Kette — Vorsicht mit zu
einfachen Definitionen!

Auf Seite 82 in Bostelmann et al. (2009) ist zu lesen:

,.Wird ein Zufallsversuch mehrfach wiederholt, dann
nennt man diese Folge von Zufallsversuchen eine
Bernoulli-Kette, wenn:

e jeder Versuch zwei Ergebnisse hat: Treffer (T)
oder Fehlschlag (F),

e die Versuchswiederholungen unabhingig sind,
d.h. die Wahrscheinlichkeiten p fiir Treffer
und ¢ fiir Fehlschlag bleiben auf jeder ,,Stufe*
gleich.*

Abgesehen davon, dass jeder Versuch nicht zwei,
sondern nur ein Ergebnis hat (er hat zwei mdogli-
che Ergebnisse), werden wir jetzt zeigen, dass das
n-malige Ziehen ohne Zuriicklegen aus einer Urne
mit roten und schwarzen Kugeln in obigem Sinn eine
Bernoulli-Kette darstellt.

Wir betrachten hierzu der Einfachheit halber eine Ur-
ne mit vier Kugeln, die — was den Zufall nicht be-
einflusst — von 1 bis 4 nummeriert sind. Die Kugeln
mit den Nummern 1 und 2 fiarben wir rot, die an-
deren Kugeln schwarz. Das Ziehen einer roten bzw.
schwarzen Kugel bezeichnen wir als Treffer bzw.
Fehlschlag (Niete). Ziehen wir gedanklich blind alle
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vier Kugeln nacheinander, so liegt die schon friither
verwendete Ergebnismenge

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

vor. Das Ereignis A;, im j-ten Zug eine rote Kugel
zu ziehen, besteht dann aus denjenigen der 24 mogli-
chen Ergebnisse ajazazay, firdiea; =1 odera; =2
gilt. Jede Schiilerin und jeder Schiiler zéhlt sofort ab,
dass es fiir das Eintreten von A ; unabhiingig von j je-
weils 12 giinstige Fille gibt. Aufgrund der Laplace-
Annahme gilt also

1

=5

was zeigt, dass sich die Trefferwahrscheinlichkeit
von Stufe zu Stufe nicht dndert.

P(A;) = P(A;) = P(A;) = P(A4)

Ein analoger Sachverhalt gilt natiirlich auch allge-
meiner beim n-fachen rein zufilligen Ziehen ohne
Zuriicklegen aus einer Urne mit r roten und s schwar-
zen Kugeln, denn auch beim blinden Ziehen oh-
ne Zuriicklegen hat jede der r 4+ s Kugeln die glei-
che Chance, als j-te gezogen zu werden. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass die j-te gezogene Kugel rot ist,
ist also unabhingig von j gleich r/(r+s).

Freudigmann et al. (2016) merken auf Seite 130 rich-
tigerweise an, dass das Ziehen ohne Zuriicklegen kei-
ne Bernoulli-Kette darstelle, aber mit der irrefithren-
den Formulierung, dass sich bei jedem Zug die Tref-
ferwahrscheinlichkeit dndern wiirde. Was aber tat-
sachlich gezeigt wird, ist, dass die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten fiir einen Treffer im zweiten Zug da-
von abhingen, ob im ersten Zug ein Treffer auftritt
oder nicht. Wenn man die zu Beginn dieses Abschnit-
tes gemachte Formulierung iiber die ,,Unabhéngig-
keit der Versuchswiederholungen® dahin fortsetzen
wiirde, dass auf jeder Stufe die Wahrscheinlichkeit
p fiir Treffer nicht von den Ergebnissen friiherer Stu-
fen abhdngt, ware alles in Ordnung, weil dann Er-
eignisse, die sich auf verschiedene Stufen beziehen,
stochastisch unabhdngig sind.

In Freudigmann et al. (2016, S. 130) wird ein
Bernoulli-Experiment als

SZufallsexperiment mit genau zwei Ergebnissen de-
finiert, und es wird gesagt, dass eine Bernoulli-Kette
aus mehreren voneinander unabhdngigen Durchfiih-
rungen eines Bernoulli-Experimentes besteht.*

Der fiir die Bernoulli-Kette grundlegende Begriff der
stochastischen Unabhéngigkeit von Ereignissen tritt
aber selbst fiir zwei Ereignisse in diesem Zusammen-
hang nicht mehr auf.

Die stiefmiitterliche Behandlung der stochastischen
Unabhingigkeit zeigt sich auch in der auf Seite 145
in Eichler und Vogel (2011) zu lesenden Definition:

,Die n-malige paarweise stochastische Wiederho-
lung eines Bernoulli-Experiments heifit Bernoulli-
Kette der Lénge n.*

Abgesehen davon, dass stochastische Unabhéngig-
keit nur fiir Ereignisse als Teilmengen eines Grund-
raumes (Ergebnismenge) definiert ist, kommt man
leider bei der Erzeugungsweise der Binomialvertei-
lung nicht umhin, etwas zur Unabhiingigkeit von n
Ereignissen zu sagen.

Definition 2: n Ereignisse heiflen (stochastisch) un-
abhiingig, wenn fiir jede Auswahl von mindestens
zwei dieser Ereignisse die Wahrscheinlichkeit des
Schnittes der ausgewdhlten Ereignisse gleich dem
Produkt der einzelnen Wahrscheinlichkeiten ist. Gilt
diese ,,Schnitt-Produkt-Beziehung* nur fiir jeweils
zwei der n Ereignisse, so liegt paarweise stochasti-
sche Unabhingigkeit vor.

Wohingegen in fritheren Schulbiichern auch etwas
zur Unabhingigkeit von mehr als zwei Ereignisse zu
lesen war (siehe z. B. Felmy et al. (1986, S. 66), oder
Barth und Haller (1985, S. 156)), findet sich heute
nur noch die Unabhéngigkeit von zwei Ereignissen
(siehe Biehler et al. (2012, S. 75), oder Baum et al.
(2007, S. 126)).

Dass aus paarweiser stochastischer Unabhéngigkeit
nicht die Unabhéngigkeit von mehr als zwei Ereig-
nissen folgt, zeigt das folgende instruktive

Beispiel 3: Wir betrachten die Ergebnismenge
Q:={(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}

und legen eine Gleichverteilung auf Q zugrunde.
Man beachte, dass die beiden ersten Komponen-
ten der vier Tripel alle Ergebnis-Paare (a;,a) mit
ay,az € {0,1} durchlaufen und sich die jeweils letzte
Komponente des Tripels deterministisch durch Ad-
dition modulo 2 von a; und a; ergibt. Definieren wir
die Ereignisse

Aj = {(al,az,a3) cQ: aj= 1}, j: 1,2,3,
so gelten P(A;) = P(A2) = P(A3) = 1/2, da jedes
dieser Ereignisse durch zwei Tripel gebildet wird.

Weiter hat jeder der drei Schnitte von jeweils zweien
dieser Ereignisse die Wahrscheinlichkeit 1/4, denn
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er besteht immer aus genau einem Tripel. Somit sind
A, Ay und A3z paarweise stochastisch unabhingig.
Wegen A| NA; NA3 = 0 liegt jedoch keine Unabhén-
gigkeit vor, denn dann miisste ja P(A] NA; NA3) =
1/8 gelten. O

Steht eine 1 bzw. O fiir Treffer bzw. Niete, so l4dsst
sich eine Bernoulli-Kette der Linge n mit Treffer-
wahrscheinlichkeit p durch den Grundraum

Q={(ai,...,a,):a; €{0,1} fir j=1,...,n}
beschreiben. Weiter setzt man fiir (ag,...,a,) € Q

P({(a1,...,an)}) := p@Htan. (1 — pyr—(@t.tan),

Die Wahrscheinlichkeit eines n-Tupels ® =
(ay,...,a,) hingt also nur von der Anzahl a; + ...+
a, seiner Einsen ab. Dieser Sachverhalt erschlief3t
sich Schiilerinnen und Schiilern leicht durch die iib-
licherweise bis zur dritten Stufe gezeichneten Baum-
diagramme, siehe z. B. Seite 130 in Freudigmann et
al. (2016). Im obigen n-Tupel (ai,...,a,) steht a;
fiir einen Treffer (1) bzw. eine Niete (0) im j-ten
Versuch, und das Ereignis

Aj:={(ai,...,an) €Q:a;=1} (12)

beschreibt im obigen Grundraum  das aus 2!
Ergebnissen bestehende Ereignis ,,Treffer im j-ten
Versuch®“. Man beachte, dass durch die Verwendung
der Symbole 1 und O fiir Treffer bzw. Niete die An-
zahl der Treffer als Indikatorsumme der Form (1) ge-
schrieben werden kann.

Wir werden jetzt zeigen, dass Schiilerinnen und
Schiiler geniigend Einsicht gewinnen konnen, dass
im obigen Wahrscheinlichkeitsraum als Modell fiir
eine Bernoulli-Kette der Léinge » die durch (12) de-
finierten Ereignisse Ay, ...,A, stochastisch unabhén-
gig sind und die gleiche Wahrscheinlichkeit p besit-
zen.

Satz 2: In obigem Wahrscheinlichkeitsraum sind die
Ereignisse Aj,...,A, stochastisch unabhingig, und
es gilt P(A)) =... =P(A,) = p.

BEWEIS: Wir betrachten zunichst den Spezialfall n =
4, anhand dessen aber auch die allgemeine Argumen-
tation klar wird. In diesem Fall ist der Grundraum
durch

(0’07070)7 (070’071)7 (07051?0)7 (0705171)’
o— (0,1,0,0), (0,1,0,1), (0,1,1,0), (0,1,1,1),
(1,0,0,0), (1,0,0,1), (1,0,1,0), (1,0,1,1),
(1?]‘7070)7 (1717071)7 (1717170)7 (171’171)

gegeben. Wir setzen g := 1 — p und betrachten zu-
nichst das Ereignis A1, das sich aus den in den beiden
letzten Zeilen stehenden acht 4-Tupeln zusammen-

setzt. Die Wahrscheinlichkeit fiir jedes dieser Tupel
enthilt — weil an der ersten Stelle eine Eins steht —
den Faktor p. Klammern wir diesen aus, so miissen
wir die Wahrscheinlichkeiten fiir alle acht moglichen
Tripel aus Einsen und Nullen addieren. Nach Zusam-
menfassen folgt

PA) = p-(¢’+3pa+3pq+p%)
= p-(p+9)’=p.
Das Argument kann aber nach dem Ausklammern
von p noch einfacher sein: Die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten der acht Tripel ist als Summe al-
ler Ergebnisse einer Bernoulli-Kette der Léinge drei

gleich Eins! Hieran erkennt man schon anhand eines
Symmetrieargumentes, dass auch gilt:

P(A2) = P(43) = P(As) = p

Das Ereignis A N A, setzt sich aus den in der unte-
ren Zeile stehenden vier Quadrupeln zusammen. Die
Wabhrscheinlichkeit fiir jedes dieser Quadrupel ent-
hilt wegen der beiden jeweils zu Beginn stehenden
Einsen den ,,ausklammerbaren* Faktor p?, und man
erhalt

P(ANA2) = p*- (¢ +2pg+p°) =p*- (P+a)
= p? =P(A)) -P(Ay).

Die Ereignisse A; und A, sind also stochastisch un-
abhingig. Wiederum aus Symmetriegriinden (bei den
vier das Ereignis A; NA; fiir i # j bildenden Qua-
drupeln stehen die ausklammerbaren Einsen an den
Stellen i und j, und nach Ausklammern summieren
sich die Wahrscheinlichkeiten einer Bernoulli-Kette
der Linge 2 zu Eins) folgt, dass allgemein

P(AiNAj) = P(A) - P(A)),
gilt, also paarweise stochastische Unabhingigkeit

vorliegt. Wenn wir jetzt das aus nur zwei 4-Tupeln
bestehende Ereignis A| N Ay N Az betrachten, folgt

1<i<j<n,

3
P(AiNANA3) = p*- (p+4q) =[] P(4)),
j=1

und wiederum aus Symmetriegriinden ist die Wahr-
scheinlichkeit jedes Schnittes von drei der vier Ereig-
nisse gleich dem Produkt der einzelnen Wahrschein-
lichkeiten. Zu guter Letzt gilt

4
P(A1NA;NA3NAL) = p* =[] P(4)),
j=1

was insbesondere zeigt, dass Ay, ...,A4 stochastisch
unabhingig sind und die gleiche Wahrscheinlichkeit
p besitzen.

Die allgemeine Argumentation fiir eine aus allen 2"
n-Tupeln aus Einsen und Nullen einer Bernoulli-
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Kette der Linge n erfordert keinen Mehraufwand:
Wihlt man fiir ein £k mit 1 < k <n—1 die Stel-
len iy,...,i mit 1 <ij <...<ir <nim Tupel aus,
so kann bei der Berechnung von P(4; N...NA;)
(fir Kk = 1 entsteht kein Schnitt) wegen der jeweils
an den Stellen iy, ..., stehenden Einsen der Faktor
p* ausgeklammert werden. Innerhalb der Klammer
steht die Summe {iber die Wahrscheinlichkeiten aller
n — k-Tupel der Ergebnisse einer Bernoulli-Kette der
Linge n — k, und diese ist gleich 1. Also ergibt sich
k
P(A; N...NA;) =p* =] P(A;).

J=1
Da auch P(A; N...NA,) = p" gilt, sind Ay,...,A,
stochastisch unabhingig. [

7 Die Binomialverteilung —
Schlisselkon(re?)zept?

In Freudigmann et al. (2016) wird die Binomialver-
teilung als ,,Schliisselkonzept” hervorgehoben. Auf
30 Seiten findet man dann aber doch im Wesentli-
chen nur Schliisselrezepte. Die Begriffsbildung sto-
chastische Unabhdingigkeit tritt nicht auf, und selbst
wiederholt geschossene Elfmeter oder Basketball-
freiwiirfe werden kommentarlos als Bernoulli-Kette
deklariert; die Anzahlen der jeweils erzielten Treffer
sind selbstverstiandlich binomialverteilt. Fiir eine Zu-
fallsvariable X mit der Binomialverteilung Bin(n, p)
finden Schiilerinnen und Schiiler die zentrale Formel

P(X=k) = (Z) P(l=p)h,a3)

k=0,1,...,n, von Bernoulli, und es folgen Ubungs-
aufgaben, in denen aus der Gleichung

== (3)"2)

auf n, k und p geschlossen werden soll. Auf Sei-
te 140 erfahrt man, dass der Erwartungswert von X
gleich n - p ist, wobei der Nachweis dieser Bezie-
hung im Fall n = 3 erfolgt. Auf der néchsten Seite
finden sich Ubungsaufgaben der Gestalt, dass man in
den Fillen a) n = 10,p = 0,2, b) n = 20,p = 0,7,
c)n=50,p=2/3 und d) n =90,p = 1/6 den Er-
wartungswert ausrechnen soll. Hier ist kein Denken
mehr gefragt, sondern simple ,,Formelbefolgung*.

Auch die Denkarbeit, denjenigen Wert von k zu be-
stimmen, fiir den die Wahrscheinlichkeit P(X = k)
maximal wird, wird Schiilerinnen und Schiilern ab-
genommen. Auf Seite 140 steht hierzu die Bemer-
kung: ,,Falls n - p ganzzahlig ist, hat diese Trefferan-
zahl die hochste Wahrscheinlichkeit und das entspre-
chende Rechteck im Histogramm ist das hochste.

Falls n - p nicht ganzzahlig ist, hat eine der beiden
benachbarten Trefferanzahlen die maximale Wahr-
scheinlichkeit®. Auf der nichsten Seite gibt es dann
Aufgaben, in denen dieses Rezept angewendet wer-
den soll.

Es ist erhellend, wie friiher (siehe z. B. Griesel et al.
(2003, S. 118)) den Quotienten

PX=k () -p-(1—py*
POX=k=1) — (7)) (1= pp T
B p n—k+1
 1-p k
(k=1,2,...,n) zu bilden und diesen mit 1 zu verglei-
chen: Es gilt
> <
P(X =k)
—e——F—~(=¢1 & k{=,np+p.
PX=k—1) < S

Hieraus folgt durch Unterscheidung der Fille n- p €
Nund n-p ¢ N die Behauptung.

Studierende des gymnasialen Lehramts Mathematik
sollten im Zusammenhang mit der Binomialvertei-
lung unbedingt folgendes Resultat verinnerlicht ha-
ben:

Satz 3: Sind Ay,...,A, unabhingige Ereignisse mit
gleicher Wahrscheinlichkeit p, so besitzt die Anzahl
X :=14, +14, +...+14, der eintretenden Ereignisse
die Binomialverteilung Bin(n, p).

BEWEIS: Der Beweis verwendet, dass die Unabhin-
gigkeit von Ereignissen erhalten bleibt, wenn man zu
komplementiren Ereignissen iibergeht. Das Ereignis
{X = k} tritt genau dann ein, wenn es irgendeine
Teilmenge T der Menge {1,2,...,n} mit genau k Ele-
menten gibt, sodass alle Ereignisse A; mit i € T ein-
treten und alle Ereignisse A; mit j ¢ T nicht eintre-
ten. Die Wahrscheinlichkeit, dass alle A; mit i € T
eintreten und die A; mit j ¢ T nicht eintreten, ist we-
gen der stochastischen Unabhingigkeit gleich

[TP@) - TTP@A)).

icT et
Da T k Elemente besitzt und P(A;) = p sowie
P(A;) = 1 — p gelten, ist obiges Produkt gleich
p*- (1 — p)"~*. Bedenkt man noch, dass es (}) k-
elementige Teilmengen der Menge {1,...,n} gibt, so
folgt (13).0

Anhand dieses Resultates wird klar, dass man gar
nicht ein und dasselbe Bernoulli-Experiment in un-
abhiéngiger Folge wiederholen muss, damit die An-
zahl der Treffer binomialverteilt ist.
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So koénnte man etwa im ersten Experiment eine echte
Miinze werfen und ,,Zahl* als Treffer deklarieren, in
einem zweiten Versuch einen echten Wiirfel werfen,
wobei ein Treffer das Auftreten von 2, 4, oder 6 dar-
stellt, und in einem dritten Experiment ein Gliicksrad
mit zwei gleich groBen Sektoren drehen, von denen
einer mit ,, Treffer* beschriftet ist.

Es kommt also nur auf stochastische Unabhéngigkeit
und gleiche Trefferwahrscheinlichkeit an!

Beispiel 3 zeigt zudem eindrucksvoll, dass paarwei-
se unabhéngige Ereignisse mit gleicher Wahrschein-
lichkeit nicht ausreichen, damit die Anzahl der ein-
tretenden Ereignisse binomialverteilt ist. So kann in
jenem Beispiel die Indikatorsumme X = 14, +14, +
14, nicht den Wert 3 annehmen.

8 Standardabweichung — mehr als nur
eine Formel?

In Freudigmann et al. (2016) wird auf Seite 147 die
Standardabweichung einer Verteilung wie folgt ein-
gefiihrt:

,Fur eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung
ist festgelegt:*

(x1—u)’P(X =x;)+...
o=
ot (= 0)’P(X = x,).

Direkt danach erfahrt man (ohne jeden Beweis), dass
es bei der Binomialverteilung wie beim Erwartungs-
wert auch eine einfache Formel fiir die Standardab-
weichung gebe, nimlich 6 = y/n-p- (1 — p). Ohne
jegliches weiteres Hintergrundwissen iiber den zen-
tralen Grenzwertsatz von de Moivre—Laplace findet
man noch die folgende mathematisch falsche Aussa-

ge:

,»Man kann zeigen: Wenn bei einer Binomialvertei-
lung die Parameter n und p gentigend grof} sind, be-
triagt die Wahrscheinlichkeit, dass die Trefferanzahl
um hochstens 6 vom Erwartungswert abweicht, ca.
68% .

Der Fehler liegt hier in der Formulierung ,,und p ge-
niigend grof3*. Bei festem p mit 0 < p < 1 konvergiert
eine Folge standardisierter Binomialverteilungen bei
Grenziibergang n — oo gegen die Standardnormalver-
teilung. Dabei ist die Approximation bei gegebenem
n prinzipiell umso schlechter, je ndher p bei Null oder
bei Eins liegt; in Biichern zur Angewandten Statistik
(siehe z. B. Stahel (1999, S. 154)) wird tiblicherwei-
se die Faustregel formuliert, dass die Normalvertei-
lungsapproximation im Fall n- p - (1 — p) > 9 akzep-
tabel sei.

In Freudigmann et al. (2016) wird dann ausschlieB3-
lich fiir konkrete Félle von n und p die Standardab-
weichung ausgerechnet und das obige ,,68%-Rezept*
befolgt.

Die erste Frage, die sich stellt, ist natiirlich, was
Schiilerinnen und Schiiler hiermit wirklich begrei-
fen sollen? Kann man nicht auch die Standardabwei-
chung weglassen, wenn es schon keine allgemeinen
Einsichten iiber die Tschebyschev-Ungleichung und
den Zentralen Grenzwertsatz von de Moivre—Laplace
mehr gibt?

Im Folgenden mochte ich zwei Wege aufzeigen,
wie man von Darstellung (5) und Satz 1 ausge-
hend die Standardabweichung einer binomialverteil-
ten Zufallsvariablen herleiten kann, sodass zumin-
dest Schiilerinnen und Schiiler eines zukiinftigen
Leistungskurses Einsichten vermittelt und Begriin-
dungen geliefert werden.

Betrachtet man analog zu (4) den Ausdruck

(X(@) "+t (X () —8)

also den durchschnittlichen Wert der quadratischen
Abweichung von X um den Erwartungswert u =
E(X) pro Vorgang, so ist die nachfolgende Defini-
tion aufgrund der Stabilisierung der relativen Hau-
figkeiten ;/n gegen P({w;}) motiviert.

2,
?

Definition 3: Ist X eine Zufallsvariable mit Erwar-
tungswert u = E(X), so heift die Zahl

V(X) :=E[(X —p)’]

Varianz von X . Die (nichtnegative) Wurzel aus V(X))
heiB3t Standardabweichung von X.

Als Erwartungswert der Zufallsvariablen (X — u)?
gilt wegen (X —u)?(0) = (X (0) —u)?, ® € Q, nach
(5) definitionsgemaf

k

2
V(X) =) (X(0) —p)” - P{;}).
j=1
Nimmt X die Werte xi,...,x; an, so folgt hieraus

durch Zusammenfassen nach gleichen Werten von
X(w;) die Gleichung

N

V(X) = Y (v — ) P(X = x0)
/=1

und nach Ziehen der Wurzel die zu Beginn dieses
Abschnitts gegebene Form fiir 6, wobei nur n durch
s Zu ersetzen ist.

Da nach Definition 3 die Varianz ein Erwartungs-
wert ist (von der quadratischen Abweichung der Zu-
fallsvariablen X um ihren Erwartungswert), und da
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die Erwartungswertbildung nach Satz 1 gewissen Re-
chenregeln geniigt, erhilt man folgende alternative
Darstellungen der Varianz:
Satz 4: Mit u:=E(X) gilt

VX) = E(X)-p

= EX-(X-1)]+pu—u.
BEWEIS: Aus Satz 1 folgt
V(X) = E(X 2—2/.1-X+/.12)
= E(X?) = 2p-E(X)+4°
= E(X?) —u
= E[X-(X- +X]
= E[X-(X—1)]+u—i2,

was zu zeigen war. [

Mit der binomischen Formel ergibt sich jetzt recht
leicht die Varianz (und damit auch die Standardab-
weichung) der Binomialverteilung.

Satz 5: Eine Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariable X be-
sitzt die Varianz n-p- (1 — p).

BEWEIS: Es gilt
EX-(X—1)] =Y k(k—1)- (™) p5(1 — py=.
x-6=1)] = Bk () A1)

Da die Summation ab k = 2 erfolgen kann und im
Fall k> 2

k(k—1)- <Z> —n(n—1)- (Z:;)

gilt, so folgt nach Abspaltung von p? mit der Abkiir-
zung a =E[X(X —1)]

o (n—2
a=n(n—1)p ( >pk_2
L2

Ersetzen wir hier k — 2 durch j, so ergibt sich

=n(n— 1)1?2]:;2) <n;2>pf

Nach dem binomischen Lehrsatz ist die Summe
gleich (p+1—p)"~2 =1, und es folgt mit Satz 4

V(X) = n-(n=1)-p*+n-p—(n-p)’
= n-p-(1-p).

Eine andere Moglichkeit, die Varianz einer binomial-
verteilten Zufallsvariablen zu bestimmen, liefert fol-

(1 p)n 2—(k— 2))

(1-p)"=.

gendes allgemeine Resultat iiber die Varianz einer In-
dikatorsumme.

Satz 6: Ist X = 14, + ...+ 14, eine Indikatorsumme,
so gilt

VX) = YP(A)-(1-P(4)

i=1

+Y (P(AiNA)) —P(A;) - P(A))).
i#j
BEWEIS: Wir verwenden (6) sowie die Darstellung
V(X)=E(X?) — (E(X))?. Es gilt
X2 =

5 ()

= ZZIA Ly, —ZZlAnA

i=1j= i=1j=
und somit nach Satz 1 a) und c)

ZZPA NA;)

i=1j=
Wegen

n
folgt durch leferenzblldung und Aufspaltung der

Doppelsumme nach den Summanden mit i = j und
i # j die Behauptung. (]

\M:

Da im Fall einer binomialverteilten Zufallsvaria-
blen die Ereignisse Ay,...,A, stochastisch unabhén-
gig sind, verschwindet jeder der Summanden in der
in Satz 6 auftretenden Doppelsumme. Da zudem
Ay,...,A, die gleiche Wahrscheinlichkeit p besit-
zen, liefert Satz 6 unmittelbar das Resultat V(X) =
n-p-(1—p). Satz 6 zeigt auch, dass die Varianz ei-
ner Indikatorsumme X nur von den Wahrscheinlich-
keiten der beteiligten Ereignisse und der Wahrschein-
lichkeit der Schnitte von je zwei Ereignissen abhéangt.
Man benoétigt also nicht die Verteilung von X, um die
Varianz von X zu erhalten!

Beispiel 4: (Fortsetzung von Beispiel 1)
Wir betrachten die in (8) definierten Ereignisse
Aj1,A>,A3,A4 und behaupten, dass diese stochastisch
unabhéngig sind. Damit wire nach den Ergebnissen
von Beispiel 1 und Satz 6 die Varianz der Anzahl X
der Rekorde durch
21 1 95

V=15 (0-5) -1
gegeben. Schiilerinnen und Schiiler wiirden hier na-
tiirlich durch Abzdhlen der jeweils giinstigen Fille
vorgehen, wobei schnell klar wird, dass das Ereig-
nis A; wegen A} = Q ,aulen vor bleiben kann®,
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denn sein Schnitt mit anderen Ereignissen hat kei-
nen Einfluss, und seine Wahrscheinlichkeit ist gleich
1. Das Ereignis Ay N A3 besteht aus den vier Per-
mutationen 1234, 1243, 1342 und 2341. Somit gilt
P(A1NA2)=1/6=1/2-1/3=P(A;)-P(A3) usw.

Hier sollte die Lehrkraft aber auch Einsicht vermit-
teln, warum ganz allgemein in einer rein zufélligen
Permutation der Zahlen 1,2,...,n die Ereignisse A;
und A; fiir 2 <i < j < n stochastisch unabhiingig
sind. Nun, das Eintreten von A; bedeutet, dass von
links gelesen die j-te Zahl die groBte der ersten j
Zahlen ist. Diese Information hat keinen Einfluss auf
die Reihenfolge der ersten i Zahlen. Irgendeine da-
von ist die groBte, und dass diese Zahl an der i-ten
Stelle steht, ist aus Symmetriegriinden gleich 1/i.
Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A; unter der Be-
dingung A ist also gleich P(4;), und somit sind A;
und A; stochastisch unabhingig. [

Auch die frither in Schulbiichern behandelte
Tschebyschev-Ungleichung kann ohne groBere
Schwierigkeiten erhalten werden:

Satz 7: (Tschebyschev—Ungleichung)
Seien X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert u
und € > 0 eine beliebige Zahl. Dann gilt:
V(X)

e
BEWEIS: Sei A :={w € Q: |X(w) —u| > €}. Fiir je-
des o € Q gilt

P(IX —ul =€) <

da im Fall o € A die rechte Seite der obigen Unglei-
chung groBer oder gleich Eins ist. Mit Satz 1 c), d)
und b) folgt

B(X—u>¢) = P4) = E(1y)

< E <812-(X—u)2)

E((X—u)?) V(X
_ ((82/«0): éz)‘D

9 Schlussbemerkungen

Der gymnasiale Stochastikunterricht ist momentan
nicht dazu angetan, Schiilerinnen und Schiilern Ein-
sichten in die Wirkungsweise des Zufalls zu vermit-
teln. Insbesondere im Zusammenhang mit Bernoulli-
Ketten und der Binomialverteilung ist das, was ver-
mittelt wird, zu einfachen Rezepten degeneriert. Am
augenfilligsten wird diese ,,Rezepteritis* anhand der
Standardabweichung der Binomialverteilung und der

vollig vom Himmel fallenden 68%-Regel. Durch eine
solche Unterrichtskultur wird die schon gro3e Kluft
zwischen der Mathematik im Gymnasium und der
universitaren Mathematik noch weiter vertieft.

In dieser Arbeit wurde eine sich an den Grundbe-
griffen Zufallsvariable, Erwartungswert, Binomial-
koeffizient, binomische Formel, Bernoulli-Kette, Bi-
nomialverteilung sowie Varianz und Standardabwei-
chung orientierende Bestandsaufnahme vorgenom-
men und gezeigt, dass man allein durch Einfiihrung
des Erwartungswertes auf der Ergebnismenge eines
stochastischen Vorgangs iiber die Binomialverteilung
hinausgehende Einsichten gewinnen kann.

Als Fachstochastiker plddiere ich vehement dafiir,
weniger Stochastik in der Schule zu behandeln, das
Weniger dann aber unter der Primisse des Begreifens
und Verstehens.

Danksagung: Ich danke Daniel Hug, Reimund Veh-
ling sowie dem Schulgutachter fiir eine griindliche
Durchsicht des Manuskriptes und hilfreiche Hinwei-
se.
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